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RESUMO

A retérica felina criada por Erwin Schrédinger no século passado contestava
os fundamentos da Mecéanica Quantica. Ela recebe neste trabalho como
contrapartida uma outra figura, esta associada a teoria matematica da
integral de Lebesgue.

O aparente paradoxo das fungdes definidas apenas em conjuntos conhecidos
em quase toda parte induz a conclusao de que elas estao definidas em parte
alguma. Essas idéias, as associamos entdo a uma angustia doméstica de
Henri Lebesgue, cujo rato de estimagao ele nunca chegou a conhecer.



O gato de Schrodinger ja passou dos 80 anos. Foi em novembro de
1935 que a Naturwissenschaften anunciou a duavida hamletiana do seu
criador, cf. [SCHRODINGER]. No decorrer dessas oito décadas, ele se tornou
um felino famoso, tendo até saido do dominio da Fisica para inspirar itens de
consumo, além de estar presente em diferentes meios de criagdo, como
poesia, musica, ficcdo, cf. [WIKIPEDIA].

A profunda descoberta matematica de Lebesgue data de mais de um século.
Os gregos, com o método introduzido para calcular areas de figuras planas
limitadas por curvas, inspiraram a teoria da chamada integral de Riemann,
cf.[RIEMANN], que se mostrou insatisfatéria em diferentes contextos. Foi
Henri Lebesgue, em [LEBESGUE], quem introduziu um conceito mais
poderoso de integragdo, o qual ganhou seu nome.

O experimento proposto por Erwin Schrédinger com a mortal ameaga a um
gato era mais uma figura de retérica que uma rigorosa justificativa da
inadequagao do modelo tedrico da mecénica quantica sob sua critica. Mas é
a logica binaria em que ele se baseia que justamente conduz a associagéo a
outro animal, que continuamente perturbava Lebesgue ao buscar siléncio na
soliddo do seu sétdo. Apenas ele visitava aquele aposento, entulhado de
caixas, valises, gavetas, sacolas, prateleiras, todos também entulhados de
livros, cadernos, anotagdes, rascunhos, folhas de papel emboladas ou
rasgadas que ele ainda nao conseguira descartar. Mas sistematicamente era
ele afastado do pretendido sossego pelos indicios de outra presenga oculta
pelos meandros e labirintos que ele mesmo criara com a celulose como
matéria prima. Estava convencido de que compartilhava o sétdo com (ao
menos) um camundongo.

E central na teoria da integral de Lebesgue, a nogdo de medida zero: um
conjunto A tem medida zero quando € possivel encontrar, para cada € > 0
arbitrariamente escolhido, uma familia enumeravel de intervalos { J:i} tal
que, sendo mie a medida do comprimento' de cada J:i, valem

AC Ui=1 Jei, i=1 mie <E.

Com pouco esforgo se verifica que qualquer conjunto finito ou enumeravel
possui medida zero. A deducgao da existéncia de conjuntos nao enumeraveis
com medida zero é mais sofisticada, o exemplo padrao sendo o conjunto C,
chamado de Cantor.

Para arbitrarios numeros reais a < b , seja | o intervalo [a,b] e, denotando por
0 sua medida, representamos por |+, |-, respectivamente, os subintervalos
disjuntos [a, a + ®/3] e [b — &/3, b]. Construimos indutivamente uma
sequéncia decrescente de subconjuntos compactos de I, cada um deles

' Mencionada apenas como medida, no que segue.



formado pela unido i=12nlin de 2n subintervalos fechados, dois a dois
disjuntos:

Seja C1 a unido I+Ul- ; construido Cn, para n = 1, com 2n intervalos,
introduzem-se, de forma analoga a construgdo de I+ a partir de |, 0s 2n+1
intervalos

{lin+, lin-, j=1,2,3,...,2n}

e define-se entdo o conjunto Cn+1 como a unido desses subintervalos,
também disjuntos.

O conjunto de Cantor, associado a | , é entdo o compacto n&o vazio
C = N==1C;.

Da mesma forma como p1, a medida de C1, soma do comprimento dos
intervalos que o compdem, satisfaz

p1/0 = 1-(1/3) = 1-20(1/31) = 2/3,
pode-se deduzir que a medida de Cn+1 obedece a estimativa

uN+1  =23N-2N13N+1=3 2ZN3N+1-2ZN3N+1=23N+1.

Assim, a medida que N cresce, a medida de Cn se torna cada vez menor,
donde segue que se tem? para a medida de C, m(C) = 0, pois

C C Cn = m(C) < pn.
O conjunto de Cantor € um exemplo de conjunto infinito, ndo enumeravel mas
de medida zero. Para demonstra-lo, notemos que a representacao de seus
elementos, no caso de | = [0, 1], se simplifica ao usarmos a base 3, como
veremos a seqguir.
Os elementos de | estdo associados a representacao ternaria
r = (d1,dz,...,dx,...) €= r =k=1  dk/3k, dk € {0,1,2}, (1)
gue nao € necessariamente univoca — observe, por exemplo: para 1/3 e 2/9,
(1,0,0,0,...) =(0,2,2,2,...) € (0,2,0,0,0,...) = (0,1,2,2,...)
sdo, respectivamente, duas representacdes desses numeros. A fim de nos

ater a uma representacgéo Unica, descartamos aquela “quase nula™, optando
pela que lhe é “imediatamente inferior™.

2 Propriedades da medida podem ser consultadas em [RUDIN, BARTLE], por exemplo.
% Isto &, que possui apenas um numero finito de elementos nao nulos.

4 Uma sequéncia numérica € considerada inferior a uma outra se cada um de seus



A exclusao do segundo tergo (aberto) de | equivale a restricdo d1 1 para os
elementos de C1. Da mesma forma, os elementos de C2 C C1 estao sujeitos
adicionalmente a condigdo d2 1. E, assim, sucessivamente, donde se
deduz que, para qualquer elemento de C, tem-se dk 1, VK natural. Os
dados em (1), juntos com essa restricdo, permitem estabelecer uma
correspondéncia biunivoca entre C e |, via representagdao binaria dos
elementos do segundo conjunto. Esse um raciocinio que garante nao ser

enumeravel o conjunto de Cantor.

Vale a pena mencionar outra propriedade do conjunto de Cantor, qual seja, a
de ser um conjunto perfeito. Isto significa que qualquer de seus elementos é
um de seus pontos de acumulacdo e — sendo ele fechado — séo eles os
unicos.

A demonstracdo é imediata. Dado um elemento r € C, consideramos sua
representacdo ternaria (1) e a “truncamos sucessivamente”; em outras
palavras, a sequéncia de elementos rm € C definida por

™= j=1Md;/3j

aproximar .

Lebesgue descobriu uma integral que exige generalizar o conceito de
fungdes. Para estas, a cada elemento de um dado conjunto fixo — o seu
dominio — esta associado um (unico) elemento de outro conjunto, também
determinado a priori, 0 seu contradominio. A chamada integral de Lebesgue é
definida para classes de equivaléncia de funcbes. Duas funcbes séao
consideradas equivalentes quando os valores que elas assumem coincidem,
exceto apenas para um subconjunto — do dominio comum — que tem medida
zero. Diz-se serem elas iguais q.t.p., ou seja, que elas coincidem em quase
toda parte; o subconjunto dos pontos onde seus valores s&o distintos tem
“pouco peso”, podemos pensar.

Dado um elemento para o qual se define a integral de Lebesgue, dito fungao
generalizada®, ndo tem sentido indagar o seu valor em um ponto fixo,
arbitrario. De fato, conforme ja observamos, um conjunto finito de reais tem
necessariamente medida zero. Assim, se considerarmos uma fungao
representante de uma dada classe de equivaléncia, qualquer outra funcéo
que lhe for equivalente pode assumir um valor distinto daquele que ela
assume em um ponto arbitrario do seu dominio. Conclui-se, pois, que para
qualquer fungao generalizada, fixado um ponto, nenhum valor esta associado
a ele no seu “contradominio”, visto que cada representante dessa classe
pode assumir (e de fato assume) um valor qualquer naquele ponto. Uma
outra forma de analisar: as fungdes representantes sao aparentemente

elementos € menor ou igual ao elemento correspondente da outra.

> Terminologia com diferentes significados em diferentes contextos.



semelhantes mas ndo podemos nos fixar em alguns de seus detalhes
numeéericos. . .

Pensemos na funcdo generalizada associada a fungao identicamente nula.
(No contexto de espacgo vetorial, este seria 0 elemento zero.) Ao escolher
para um ponto do dominio onde estamos considerando a integral, ndo faz
sentido dizer que ai a fungdo assume o valor zero: as fungdes nessa mesma
classe de equivaléncia assumem nesse ponto todos os valores reais.

Chegamos assim a uma conclusdo que seguramente pode parecer estranha:
da funcéo (generalizada) zero ndo se pode dizer que ela se anula num dado
ponto e, portanto, em ponto algum. . . Ndo podemos apontar nenhum ponto
no qual a fungao zero se anula!

Essa a mesma angustia da qual Lebesgue era tomado no seu sé6tédo. Tinha
certeza de ai estar o rato (ou um camundongo, ou uma ratazana?). Seguro
de encontrar o animal ao abrir uma caixa, ali o invasor ndo mais se
encontrava. Esperava outro ruido, aparentemente localizava sua origem,
somente para repetir a frustracdo de, no volume que abria, contemplar
apenas o0s seus intrincados manuscritos, que Ihe continuavam pedindo a
sempre atrasada revisao.

A principio imaginou ele que o fenbmeno que vivia serviria para exemplificar
suas fungdes definidas q.t.p., mas logo viu que faltava ali a variavel temporal.
Ainda assim, juntou aos tantos projetos adormecidos no sétdo o de redigir
umas notas didaticas associando a busca dos valores das funcgdes
generalizadas em um dado ponto do seu dominio a sua procura jamais
concluida pelo roedor escondido, o rato de Lebesgue.

Tivesse vivido Lebesgue mais alguns anos e contemplaria a semelhanga
entre o gato de Schrdodinger e a generalizacdo que descobrira para as
fungdes: ndo se sabe se o gato estd vivo ou sucumbiu ao aparato
mecanico-nuclear, da mesma forma como n&o se sabe se uma dada fungao
generalizada é ou nao a fungao nula, a partir dos seus valores em um dado
ponto. Como o rato que ele procurava no so6tao: ali seguramente deveria
estar ele, mas encontra-lo. . .
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